] Conjunto de problemas 5.4

1. Seguindo o primeiro exemplo desta segdo, encontre os autovalores, os autovetores e a ex-
ponencial e* para
-1 1 ]

2. Para a matriz anterior, apresente a solugio geral de du/dr = Au e a solugdo especifica que
coincida com u(0) = (3, 1). Qual ¢ o estade estaciondrio quando t — ~c (trata-se de um
processo continuo de Markov; A = 0 em uma equagéo diferencial correspondea A = 1 em
uma equacdo das diferencas, ja que e” = 1)?

3. Suponha que a dire¢do do tempo seja invertida para obter a matriz —A:

du 1 -1 3

dt -1 1 1)
Encontre u(r) e mostre que ele aumenta em vez de cair quando 1 — ~c (a difusdo ¢ irrever-
sivel e a equaciio do calor ndo pode ir para tras).

u com llo =

4. A partir de seus tragos ¢ determinantes, determine em que tempo 7 as matrizes abaixo alter-
nam entre estavels com autovalores reais, estavels com autovalores complexos ¢ instaveis?

1 -1 0 4—1¢ t -1
a=f Tf A= oAl T
5. Determine a estabihidade ou instabihidade de dvidr = w, dw/dt = v. Ha uma solugdo
que decresga?
6. Determine a estabilidade de u’ = Au para as seguintes matrizes:
{a) A ‘ (b) A . .
ﬂ —_ . —_ N
4 5 3 =1
1 -1 -1
(©) [1 —EI (d) I_l I
7. Suponha que a populagio de coelhos r e a populagdo de lobos w sejam determinadas por
dr _
r T 4r - 2w
dw
E =r-4+w

(a) Esse sistema ¢ estavel, neutramente estivel ou instavel?

(b) Se inicialmente r = 300 e w = 200, qual ¢ a popula¢io no tempo 7

(c) Apos um longo tempo, qual é a proporgiio de coelhos em relagio a lobos?
8. Converta y” = 0 em um sistema de primeira ordem du/dt = Au:

£G4 )

dr |y
Essa matriz A 2 por 2 possui apenas um autovetor ¢ ndo pode ser diagonalizada. Calcule ¢
a partir da série / + At + ... e apresente a solugdo e''u(0), comegando a partir de y(0) = 3,
¥'(0) = 4. Verifique se o seu (v, y') satisfaz y"" = 0.

)y

0

0 1
0 0

9. Aequagio de ordem superior y” 4+ y = 0 pode ser apresentada como um sistema de primei-
ra ordem introduzindo-se a velocidade y’ como outra incognita:

i 'v']z :l )-‘l 4
dt |y -y
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17.
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Se 1sso for du/dt = Au, qual ¢ a matriz 4 2 por 2? Encontre seus autovalores e seus autove-

tores e calcule a solugdo que comega a partir de y (0) = 2, y'(0) = 0.

Uma matriz diagonal como A = l k ‘2’] satisfaz a regra usual e * D = ¢V pois a regra
se mantém para todos os elementos diagonais.

(a) Explique por que e’ + D = e'e'7 utilizando a formula e = SeV'S™'.
(b) Mostre que ¢! * 7 = e'e” ndo é verdadeiro para matrizes a partir do seguinte exemplo
00 0 -1
1 0 0 0
Se P for uma matriz de projecdo, a partir da série infinita, mostre que

e’ ~1+ 1,718P.

A=

B = l ] (utilize série para e’ ¢ e”).

Quais sdo os autovalores A, as frequéncias w e a solu¢do geral da seguinte equagdo?
du |-5 4
— - u.
dt* 4 -5

Com uma matriz de fric¢do F na equaglo u” + Fu' — Au = 0, substitua um exponencial
puro u = e“x e encontre um problema de autovalores quadréticos para \.

Encontfe 0s autovalores ¢ autovetores dc
0 30
Z—'::Au= -3 o #li
0 -4 0

Por que ¢ possivel saber, sem célculos, que e’ serda uma matriz ortogonal ¢ ||u(¢)|* = u] +
+ u? + uj sera constante?

Para a equacdo (16) no texto,comw = 1¢ V3 , encontre o deslocamento se o primeiro peso
for langado em 1 = 0; u(0) = (0, 0) e u'(0) = (1, 0).

Por retrossubstitui¢dio ou calculo de autovetores, resolva
d 1 2 1 1
7“:0 3 6|u com wu(0)=|0|.
J 0 4 !

Na maioria das aplicagdes, a equacgio de segunda ordem se parece com Mu" + Ku = 0,
com uma matriz de massa multiplicando as segundas derivadas. Substitua a exponencial
pura u = ¢'“x ¢ encontre o “problema dos autovalores generalizado” que deve ser resolvi-
do para a frequéncia w e o vetor x.

Toda matniz 2 por 2 com trago nulo pode ser apresentada como
4= b+c _
b-c -a

Mostre que seus autovalores sdio reais exatamente quando @® + b* > ¢

Para a seguinte equagdo antissimétrica



O C '-b “l
du
7 =Au=|-c 0 a||u,l
b —-a 0 u,

(a) apresente u’,, u',, u',, e confirme que u’ \u, + ' u, + u'su, =0

(b) deduza que 0 médulo u] + u3 + u; € uma constante.

(¢) encontre os autovalores de A,

A solugdo girara ao redor do eixo w = (a, b, ¢), pois Au é o “produto vetonal” u x w - que
¢ perpendicular a u e w.

20. Resolva a seguinte equagdo de segunda ordem

28 =]
=] =§

d?u

en [0

u com u(0)=‘(l)

21. Uma porta ¢ aberta entre salas que contém v (0) = 30 pessoas ¢ w(0) = 10 pessoas. O mo-
vimento entre as salas ¢ proporcional a diferenga v — w:

dw

dv dw
dr

==

w—v e
Mostre que o total v + w ¢ constante (40 pessoas). Encontre a matriz em du/dt = Au e seus
autovalores e autovetores. Quais siovewem 7= 1?

22. Encontre os valores de A e x de modo que u = e¥x resolva

4 3
01

du

—J;'_ u.

Que combinagio u = ¢ e’ x, + c,e™' x, comega a partir de u(0) = (5, -2)?
23. A solugdo para y” = 0 é uma linha reta y = C + Dt. Converta para equacao matricial:

y ] _ [ y ¥(0)
y' y' ¥'(0)

0 1
0 0

d
dt

y

— p it
=P
!
Vv

possui a solucdo

Essa matriz 4 ndo pode ser diagonalizada. Encontre A° e calcule e = [ + At + A% + -

Multiplique seu e por (y(0), y(0)) para verificar a linha reta y (1) = y (0) + »'(0)z.
24. Substitua y = eV em y” = 6y’ — 9y para mostrar que A = 3 é uma raiz repetida. Isto é um
problema; precisamos de uma segunda solugdo apos e¥. A equagdo matricial é

dly|_| 01
dat|y'| |[-9 6

)v
/
Y

Mostre que essa matriz possui A = 3, 3 ¢ apenas uma reta de autovetores. Aqui também
temos um problema. Mostre que a segunda solugdo ¢ y = re™.

25. Encontre A para alterar y” = 5y’ + 4y em uma equacdo vetorial para u(7) = (y (1), y'(1)):

du
i

!

|
"
y

y, = Au.

Quais sdo os autovalores de 4? Encontre-os também substituindo y = ¢ na equag¢io esca-
lar y” = 5y’ + 4y.



26. Resolva o problema 22 para u(t) = (v (1), z(1)), por retrossubstitui¢ao:

Primeiro, resolva % = z, partindo de z (0) = -2.

Em seguida, resolva ‘;—J’ = 4y + 3z, partindo de y(0) = 5.

A solugdo para y sera uma combinagdo de ¢* e ¢'.

27. Reverta a difusdo de pessoas do problema 21 para du/dt = —Au:
dv dw

—=V—-W € ——=Ww-V

dt dt

O total v + w permanece constante. Como os valores de A se alteram agora que 4 ¢ modi-
ficada para —4? Mostre, no entanto, que v (7) cresce até o infinito a partir de v (0) = 30.

28. Uma solugdo particular para du/dt = Au—b é u, = A'b, se A for invertivel. As solugdes
para du/dt = Au fornecem u,. Encontre a solu¢do completa u,+ u, para
du |2 0] " 8

du

29. Se ¢ ndo for um autovalor de A, substitua ¥ = e“v ¢ encontre v para resolver
duldt = Au — —“'b. Este u = ‘v é uma solucdo particular. Como ela falha quando ¢ é
um autovalor?

30. Explique um modo de apresentar my” + by’ + ky = 0 como uma equacio vetorial Mu' = Au.

31. Encontre uma matriz 4 para ilustrar cada uma das regides instaveis da Figura 5.2:

(@ A, <0eA,>0.
(b) A, >0eA,>0.
(c) Valores de A complexos com parte real @ > 0.
32. (a) Encontre duas fung¢des familiares que resolvam a equagdo d2y/dr* = —y. Qual comega
com y(0) = 1¢y’(0) = 0?
(b) Essa equacao de segunda ordem y” = —y produz uma equacdo vetorial u’ = Au:
’ !
} ﬂ = 'y” = 0 ] y = Au_
dt |y -1

U= / 0 },I
Coloque y () do item (a) em u(7) = (v, »’). Isto resolve novamente o problema 9.

y

Os problemas 33 a 43 abordam o exponencial matricial e

33. Partindo de u(0), a solugdo no tempo 7 é e*’u(0). Execute um tempo adicional ¢ para obter
e' (e""u(0)). Esta solu¢do no tempo ¢ + 7 também pode ser apresentada como
Conclusdo: e* vezes ¢*! é igual a

34. Em geral, e'e” ¢é diferente de e”e’. Ambas sdo diferentes de e’ * 7. Verifique isto utilizando
os problemas 36, 37 e 34:

I 0 -1 1 0
A_lo 0] B_(O 0] A+B—[O 0].
35. Apresente A =["' +| na forma SAS~'. Encontre e a partir de Se''S".

36. Apresente 4 = [.') ; como SAS~'. Multiplique SeV'S~! para encontrar a matriz exponencial

e''. Verifique e = I quando 7 = 0.

37. Amatriz B = [: "; possui B? = 0. Encontre ¢ a partir da série infinita (curta). Verifique

que a derivada de e* é Be®.



38.

39.

40.

41.

42.

43.

Apresente cinco termos da série infinita para e?’. Extraia a derivada em relagdo a ¢ de cada
termo. Mostre que vocé possui quatro termos de Ae'’. Conclusdo: e'u(0) resolve u’ = Au.

Se A% = A, mostre que a série infinita produz e! = / + (¢'— 1)4. Para A = “') ".l do proble-
ma 36, isto resulta em e" =

Encontre uma solugdo x (7), y(7) do primeiro sistema que aumenta quando ¢ — ~c. Para
evitar essa instabilidade, um cientista pensou em trocar as duas equagdes!

de/dt = 0Ox—4y i dyldt = —2x+2y
dyldt = =2x+2y dx/dt = Ox —4y.

-2

P _:] ¢ estavel. Ela possui A < 0. Comente essa loucura.

Agora a matriz [

Coloque 4 = [ "] zl em uma série finita para encontrar e'’. Primeiro, calcule 4%
1 0 ¢ 341 o
el = + -+ = e =
0 1 0 0 ] 2 o 0

A partir desta solu¢do geral para du/dt = Au, encontre a matriz A:

|

Apresente duas razdes para o fato de que o exponencial matricial e’ nunca ¢ singular:

u(t) = ce” +c,e*

1

(a) Apresente sua inversa.
(b) Apresente seus autovalores. Se Ax = \x, entdo e*'x = %



