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As solugdes para a equacdo linear diferencial d°w/di* = u formam um espago vetonal (ja
que as combinagdes das solugdes ainda sdo solugdes). Encontre duas solugdes independen-
tes para fornecer uma base a esse espago da solugdo.

No espago P, de polindmios cibicos, que matriz representa ¢*/dt*? Construa a matriz 4 por
4 a partir da base padrdo 1, ¢, r*, 1" Encontre seu espago nulo ¢ seu espago-coluna, O que
eles significam em termos de polinémios?

Com os valores imciais u = x ¢ dw/dt = y em t = 0, qual combinagdo de vetores-bases do
Problema | resolve u” = «? Essa transformagdo, a partir dos valores iniciais da solugdo, é
linear. Qual € sua matnz 2 por 2 (utthzandox = |,y =0e¢x =0,y = | como basede V ¢
sua base de W)?

Suponha que A seja uma transformacdo hnear do plano xy nele mesmo. Por que
A(x + v) = A'x 4+ A7'y? Se A ¢ representada pela matriz M, explique por que A~ é
representada por M '

Quais matrizes 3 por 3 representam a transformagio que

(a) projeta todo vetor sobre o plano xy?

(b) reflete todo vetor em relagdo ao plano xy?

(¢) gira o plano xy em 90°, deixando apenas o eixo =7

(d) gira o plano xy, em seguida, o plang
(¢) realiza as mesmas trés rotagdes, ma 13 de abr de 2020 16:47

A matriz A --l; "’J gera uma extensdo na diregiio x. Desenhe a circunferéncia x* + 3* = |

¢ esboce ao redor dela os pontos (2x, ) que resultam da multiplicagdo por 4. Qual ¢ o for-
mato dessa curva?

Verifique diretamente a partir de & + 57 = | que as matrizes de reflexiio satisfazem H* = [

Toda linha reta permanece reta apos uma transformagiio linear. Se = estd na metade da dis-
tincia entre x ¢ v, mostre que A= estd na metade da distincia entre Ax e 4y,

Que matriz tem o efeito de girar todo vetor em 90° ¢, em seguida, projetar o resultado sobre o
eixo x? Que matriz representa a projegdo sobre o eixo x seguida da projegdo sobre o eixo y?

O produto de 5 reflexdes ¢ 8 rotagdes do plano xy gera uma rotagiio ou uma reflexdo?

De P, do terceiro grau ao polindmio P, do quarto grau, que matriz representa a multipli-
cagdo 2 + 3¢? As colunas da matriz 4 5 por 4 decorrem da aplicagdo da transformagio
eml, o, A0

A matriz A=, |
inalterado. Esboce seu efeito sobre o eixo x, indicando o que acontece a (1, 0), (2, 0) e
(-1, 0) = € como o eixo nteiro ¢ transformado.

resulta em uma transformagio de encurtamento, que deixa o ¢ixo y

O produto (AB)C de transformagdes lineares comega com um vetor x ¢ produz v = Cx,
Entdo, a regra 2V aplica AB a u ¢ obtém (A8)Cx.

(a) Esse resultado é o mesmo que o da aplicagdo separada de €, segwido de B ¢, finalmen-
te, de 47
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(b) O resultado ¢ o mesmo da aplicagio de BC seguida de 4?7 Os parénteses sio desne-
cessdrios ¢ a propriedade associativa (AB)C = A(BC) se mantém para transformagdes
lineares. Esta ¢ a melhor prova desta propriedade de matnizes.

No espago vetorial P, de todos os p(x) = a, + a x + ax* + a,x*, considere que S seja o sub-

conjunto dos polinémios com [ :, plx)dx = 0. Venfique que S ¢ um subespago ¢ encontre

uma base.

Qual ¢ 0 eixo ¢ 0 dngulo de rotagio para a transformagdo que leva de (x, x,, x,) a (x,, x,, x,)?

Se § ¢ 7'sdo lineares com S(v) = T(v) = v, entdo S(7(v)) = v ou v*?

Quais dessas transformagdes satisfazem 7(v + w) = T(v) + T(w) e quais satisfazem

I'(ev) = cT(v)?

(a) T(v) = v/|v|. b) T(v)=v, +v,+ v,

(€) T(v)=(v,, 2v,, 3v,). (d) 7(v)= maior componente de v.

O espago de todas as matrizes 2 por 2 possui quatro “vetores”-bases:

[ 1 0 [0 1 0 Ol [0 0
0 0" [0 of '

Para a transformagdo linear de transposigdo, encontre a matriz A4 relacionada a essa base.
Porque * =1

Uma transformagdio linear deve ter o vetor = ve 1sto a partir de
T(v + w) = T(v) + T(w), escolhendo w = | 13 de abr de 2020 16:47 } partir da hipotese
T(ev) = ¢T(v), escolhendo ¢ = .

Qual dessas transformagdes ndo ¢ linear? O vetor oniginal dado ¢ v = (v, v,).

(@) T(v)= (v, v, (b) T(v) = (v, v,)

(¢) T(v) =(0,v,). (d) T(v)=(0,1).

Encontre a matriz de permutagio ciclica 4 por 4: (x,, x,, x,, x,) & transformado em Ax = (x,,

Xy, X, X,). Qual é o efeito de A*? Mostre que A* = A",

Suponha que T(v) = v, exceto que 7(0, v,) = (0, 0). Mostre que essa transformagdo satisfaz
T(ev) = cT(v), mas nfio T(v + w) = T(v) 4+ T(w).

. Uma transformacdio ndo linear é invertivel se T(x) = b possuir exatamente uma solugiio

para todo b. O exemplo 7(x) = x* ndo & invertivel, pois x* = b possui duas solugdes para
b positivo e nenhuma soluglio para b negativo. Quais das seguintes transformagdes (de
niumeros reais R’ a nimeros reais R') sdo invertiveis? Nenhuma & linear, nem mesmo (c).
(@) T(x) =x". (b) Tix) =

(¢) T(x)=x+ 11, (d) T(x)=cosx.

. Encontre a matniz A 4 por 3 que represente um desvio a direita: (x,, x,, x,) € transformado

em (0, x,, x,, x,). Encontre também a matriz B de desvio d esquerda que parta de R* e re-
torme a R, transformando (x, x,, x,, x,) em (x,, x,, x,). Quais sio os produtos A8 ¢ BA?

Prove que 7% ¢ uma transformagdo linear se 7' for linear (de R* em R?).

A transformagdo “ciclica” 7' ¢ defimda por T(v,, v,, v,) = (v,, v, v,). O que € T(T(T(v)))?
E T'%(v)?
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27. Suponha que uma linear 7 transforme (1, 1) em (2, 2) ¢ (2, 0)em (0, 0). Encontre T(v) quando:
(@) v=(2,2). (b) v=1(3,1) (c) v=(-1,1). (d) v=1(a,b).

28. Uma transformagdo lincar de V a W possui uma imversa de W a V quando a imagem ¢ toda
de W ¢ 0 nicleo contém apenas v = 0. Por que as transformagdes abaixo ndo sdo invertiveis?
@ T, vy)=(v,v) W=R
(b) T(v,,vy)=(v, v, v, +v,) W=R'
(€) T(v.vy) =, W =R"

29. Para as scguintes transformagdes de V = R*a W = R? encontre 7(7(v)).
(a) 7(v)=-v.
(b) T(v)=v+(I,1)
(€) T(v) = rotagio de 90° = (-v,, v,).

ViV, Vv,

" T |

30. Encontre a imagem ¢ o niucleo (estes sdo termos novos para o espago-coluna e o espago

nulo) de 7'

(@) Ty, v,) = (v, v). (b) T(v), vy, v)) = (v, v,).
(€) I'(v,, v,) = (0, 0). (d) T(v,,vy) =(v,v,).

(d) 7(v) = projegio =

Os Problemas 31 a 35 podem ser mais dificeis. O espaco original V contém todas as
matrizes M 2 por 2,

31. Suponha que T transponha toda matri| |3 & abrde 2020 1647 | 4y 4 que forneca
AM = M" para toda M, Mostre que nenhuma matniz A fard isso. Para professores: esta é
uma transformagdo linear que nio decorre de uma matriz?

n LU

32. Suponha que T(M) =) P/[M ]|} |

todas as matrizes com 7(M) = 0 (o nicleo de 7) e todas as matnzes resultantes 7(M) (a
imagem de 7).

Encontre uma matnz com I'(M) = 0. Descreva

33. M é qualquer matriz2por2e A = [: : ] A transformagdo linear T ¢ definida por T(M) =
AM. Que regras de multiplicagio de matrizes mostram que 7" ¢ lincar?

34. Considere 4 =
uma matniz ndo nula M, tal que 7(M) = AM seja nula.

; ;] Mostre que a matriz identidade / ndo estd na imagem de 7. Encontre

35. A transformagdo T que transpde toda matriz ¢ definitivamente linear. Quais dessas proprie-
dades adicionais sdo verdadeiras?
(a) 7'* = transformacdo identidade.
(b) O niicleo de 7' ¢ a matnz nula.
(¢) Toda matniz estd na imagem de 7.
(d) T(M) = ~M é impossivel.

Os préoximos problemas abordam mudanca de base.

36. (a) Que matniz transforma (1, 0)em (2, 5) ¢ (0, Yem (1, 3)?
(b) Que matnz transforma (2, S)em (1, M e (1, 3)em (0, 1)?
(¢) Por que nenhuma matriz transforma (2, 6)em (1, 0) e (1, 3) em (0, 1)?
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. A matriz que transforma (1, 0) e (0, em (1, 4)e(1,5) ¢ M =

Suponha que 7 seja a reflexdio em relagdo ao cixo x ¢ § a reflexdo em relaglio ao eixo y.
O dominio V é o plano xy. Se v = (x, ), qual € S(7(v))? Encontre uma descri¢io mais
simples do produto S7°

A matriz de Hadamard 4 por 4 é composta inteiramente por +1 ¢ -1:

I F 4 1}
1 -1 1 -1
1 1 =1 -1}
1 -1 -1 1

H =

Encontre /' e apresente v = (7, 5, 3, 1) como uma combinagdo das colunas de H.

Quais sdo as trés equagdes de 4, B, C se a pardabola ¥ = 4 + Bx + (¥ for igual a 4 em
x=a,5emx=beb6emux=c? Encontre o determinante da matriz 3 por 3, Para quais dos
nimeros a, b, ¢ seria impossivel encontrar essa parabola ¥?

Suponha que v,, v, v, §30 autovetores de 7. Isso significa que 7(v) = Ay, parai=1,2,3.
Qual ¢ a matnz para 7" quando as bases originais ¢ finais sdo valores v?

Mostre que o produto ST de duas reflexdes ¢ uma rotagdo. Multiplique essas matrizes de
reflexdo para encontrar o dngulo de rotagdo:

cos 20 sen 20|

cos 2a sen 2o
sen 20 —cos 20}

sen 2o —cos 20|

Se vocé mantiver 0os mesmos vetores-bases, iminmid o ssandam diferente, a ma-
triz de mudanca de base M seri uma matriz | 13 de abrde 20201847 |¢ v orores-bases na
ordem, mas alterar seus modulos, M serd uma matnz

. Suponha que 7" seja uma reflexiio em relagiio a reta de 45° ¢ S, uma reflexfio em relagio ao

exo y. Se v = (2, 1), entdo I'(v) = (1, 2). Encontre S(7(v)) ¢ T(5(v)). Isso mostra que, em
geral, ST = T8.

(a) Que matniz M transforma (1, 0) e (0, 1) em (r, 1) e (s, u)?
(b) Que matnz N transforma (a, ¢c) ¢ (b, dyem (1,0) ¢ (0, 1)?
(¢) Que condi¢do de a, b, ¢, d tornard o item (b) impossivel?
. A combinagio

a(1.4) + b(1,5) que ¢ igual a (1, 0) possui (@, b) = ( , ). Como essas novas coordenadas
de (1, 0) estiio relacionadas a M e M '?

. (a) Como M ¢ N do problema 37 resultam na matriz que transforma (a, ¢) em (r, 1) ¢ (b, d)

em (s, u)?
(b) Que matnz transforma (2, 5)em (1, 1) e (1, 3)em (0, 2)?

Toda transformagdo linear invertivel pode ter / como sua matriz. Para a base resultante,
escolha apenas w, = T(v)). Por que T deve ser invertivel?

. Suponha que tenhamos duas bases v,, ..., v, ¢ w,, ..., w, de R". Se um vetor possui coe-

ficientes b, em uma base e ¢, em outra, qual ¢ a matriz de mudanga de base de b = Mc?
Comece com

bv,+ ...+ by =Vb=cw +..+cw, = We

Sua resposta representa 7(v) = v com a base onginal de valores de v e a base resultante de
valores de w. Devido as bases diferentes, a matriz ndo ¢é /.
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49. (Recomendado) Suponha que todos os vetores x no quadrado unitino 0 < x, < 1,0 <x, < |
sejam transformados em Ax (4 ¢ 2 por 2).
(a) Qual é o formato da regido transformada (todo Ax)?
(b) Para quais matnizes A essa regido ¢ quadrada?
(¢) Para quais A ela é uma reta?
(d) Para quais A a nova drea ainda ¢ 17

50. Verdadeiro ou falso: se conhecermos 7(v) para n diferentes vetores nio nulos em R*, entio
conheceremos 7(v) para todo vetor em R".



