= Conjunto de problemas 1.6

1. Suponha que a eliminagdo falhe porque ndo ha pivé na coluna 3:

2 1 6
0 3835

Faltadepivé A= 000 7
9

000

Mostre que A nio pode ser invertivel. A terceira linha de A~', multiplicando A, deveria
resultar na terceira linha [0 0 1 0] de 47'4 = I. Por que isso ¢ impossivel?

2. Sea inversa de A? for B, mostre que a inversa de 4 é AB (assim, A ¢ invertivel sempre que

A2 for invertivel).
3. Encontre trés matrizes 2 por 2 diferentes de A = / ¢ A = —/ que sejam suas proprias inver-
sas: A2 = I.
4. Encontre (por qualquer modo vilido) as inversas de:
000 1 2 0 00 a b 00
10020 =% 1 00 e d 00
- ’ e — » — a
4=losoo0 4| 0-2 10 400 a s
4 000 0 0 -3 1 0 0 ¢ d
5. Mostre que A4 = ;; nido possui inversa, resolvendo Ax = 0 ¢ mostrando que hé falha
na resolugdo:
[l I||a & _[l OI
3 3flc d| |0 1f

e P=

7. (a) Encontre as inversas das matrizes de permutagio:
0 01
P= 1 00
1 0 0 010

6. (a) Se A4 ¢ invertivel ¢ AB = AC, prove de modo breve que 8 = C.
(b)SeA=[") g]. encontre um exemplo com AB = ACe B = C.
0 01
010
(b) Quanto as permutagdes, explique por que P ' é sempre igual a P*. Mostre que os ni-
meros 1 ficam no lugar certo para se obter PP" = /.
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8. A partir de AB = C, encontre uma formula para 4 '. Encontre também A ' a partir de 24 = LU.

9. Encontre as inversas (ndo ¢ necessario nenhum sistema especial) de:
02 120 _ |costt  —send
 dmofl e ]

4, = 30 senfl  cosd |

10. Utilize o método de Gauss-Jordan para inverter:

100 2 -1 0 001
A=1 11|, g=|=1 2 =1, 4=[01 1]
00 1 0 -1 2 i

11. Se B for quadrada, mostre que A = B + B' é sempre simétrica ¢ K = B - B' é sempre an-
tissimétrica - o que significa que K" = —K. Encontre essas matrizes 4 ¢ K, se 8 = [: :] e
apresente # como a soma de uma matriz simétrica ¢ uma matrnz antissimétrica.

12. Calcule a fatoragdio simétrica LDL' de
b ¥ 3

3 12 18
5 18 30

a b

A= b d

A=

13. (a) Se A = LDU, com apenas | nas diagonais de L ¢ U, qual ¢ a fatoragdo correspondente
de A'? Observe que A ¢ A" (matrizes quadradas sem trocas de linhas) compartitham
alguns pivos.

(b) Que sistemas tnangulares fornecerdo a solugdo para A’y = b?

14. Encontre a inversa de:

N - O O
- o C

ol il e —
W e - O

15. Sob quais condigdes em seus elementos 4 ¢ B slo invertiveis?

a b ¢ a b 0
A=|d e 0 B=|c d 0|
f 00 0 0 e

16. Se A =] e 8=[3]. calcule 48, B4, 48" ¢ BA"

17. D¢ exemplos de 4 ¢ B de modo que:
(a) A + B ndio seja invertivel, embora 4 ¢ B sejam invertiveis.
(b) A + B seja invertivel, embora A e B ndo sejam invertiveis.
(¢) todas as matrizes A, B e 4 + B sejam invertiveis.
Nesse tltimo caso, utilize 4 '(4 + B)B'=B" 4+ 4 'paramostrarque C=B" + 4"/
também ¢ invertivel. Encontre a formula de C'.



lsl

l’.

20.

21.

22.

25.

26.

27.

Algebra linear e suas aplicacdes

(a) Quantos elementos podem ser escolhidos de modo independente em uma matriz simé-
trica de ordem n?

(b) Quantos elementos podem ser escolhidos de modo independente em uma matriz antis-
simétrica (KT = ~K)) de ordem n? A diagonal de K é zero!

Se A ¢ invertivel, quais propriedades de A permanecem verdadeiras para A '?

(a) A ¢ trangular. (b) 4 é simétrica. (c) A € tridiagonal. (d) Todos os elementos sdo name-
ros inteiros. (¢) Todos os elementos siio fragdes (incluindo-se nimeros como 1 ).

SeA=LDU eA=LDU,provequel, =L, D, =D,e U, = U, Se A ¢invertivel, a

fatoracdo ¢ (nica.

(a) Desenvolva a equagdo L;'L,D, = D U,U;' e explique por que um lado ¢ triangular
inferior e o outro ¢ triangular superior.

(b) Compare as diagonais principais ¢, em seguida, os elementos fora da diagonal.

(Importante) Se A possui linha 1 4 linha 2 = linha 3, mostre que A ndo é invertivel:

(a) Explique por que Ax = (1, 0, 0) ndo possui uma solugdo.

(b) Que lados direitos (b, b,, b,) podem admitir uma solugdo para Ax = b?

(¢) O que acontece com a linha 3 na eliminagio?

Suponha que A seja invertivel e que vocé troque suas primeiras duas linhas para obter 5.

A nova matriz B ¢é invertivel? Como vocé poderia encontrar B ' a partirde 4 '?

(a) Que matriz E provoca 0 mesmo efeito que as trés etapas a seguir: subtrair a linha | da
linha 2, subtrair a linha | da linha 3 ¢, em seguida, subtrair a linha 2 da linha 37

(b) Que matriz L provoca 0 mesmo efeito que as trés etapas de reversio a seguir: somar a
linha 2 & linha 3, somar a linha 1 & linha 3 ¢, em seguida, somar a linha | & linha 2?

. (Notéivel) Se 4 ¢ B sdo matrizes quadradas, mostre que / - BA ¢ invertivel se / — AB for

invertivel. Comece com B(J — AB) = (I - BA)B.

Se o produto M = ABC de trés matrizes quadradas for invertivel, entdo 4, B ¢ C sdo inver-
tiveis. Encontre uma formula para B ' que envolvaM ', Ae C.

Encontre os niimeros a ¢ b que fornecem a inversa de 5*eyel4) - onesi4 4):
4 -1 -1 =1]"" |a b b b
-1 4 -1 -1 |b a b b
-1 -1 4 -1 |b b a bf
-1 -1 -1 4 b b b a

Que valores assumem a ¢ b na inversa de 6" eye(5) - ones(5,5)?

Mostre que l; :] ndo possui inversa tentando resolver a coluna (x, y):

X
y z

x—

1
vyl |of

1 2
3 6

1 0 a ; I 3
-[0 l] deve incluir [3 6

28. Multiplique [* 5| por | ¢ ~*| Qual ¢ a inversa de cada matriz se ad = bc?

29.

x t]

Resolva para as colunas de 4 = o af
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|1 g 10 20|[r] _[O
10 20 50(|=) (1
30. Se A possui coluna | + coluna 2 = coluna 3, mostre que 4 ndo é invertivel:

(a) Encontre uma solugdo ndo nula x para Ax = 0. A matriz é 3 por 3.

(b) A ehminagdo mantém a coluna | + coluna 2 = coluna 3. Explique por que ndo ha ter-
ceiro pivo.

10 20
20 50

x
y

31. Encontre as inversas (diretamente ou a partir da formula 2 por 2) de 4, Be C:
0 3] a bl 3 4

4 6 B=ls 0 5 7

»=1

-

32. Prove que uma matriz com uma coluna de zeros niio pode ter uma inversa.
33. Ha dezesseis matrizes 2 por 2 cujos elementos slio apenas 1 ¢ 0. Quantas delas sdo invertiveis?
34. Mostre que A = 4*eyeld) — onesl4,4) ndo ¢ invertivel: multiplique A*ones(4,1)

Os problemas 35 a 39 abordam o método de Gauss-Jordan para célculo de A4 ',
35. Utilize a eliminagdo de Gauss-Jordan em [ A / | para resolver A4 = [,

Il a b 1 00
01 cf|lx x, x|{=(01 0]
0 0 1 0 0 1

36. Trogue as linhas e continue com 0 método de Gauss-Jordan para encontrar 4 '

02l0]

[4 f=1, 5 o qf

37. Siga o exemplo de matriz 3 por 3 do texto, mas com sinal positivo em A. Elimine os pivis
acima e abaixo para reduzir [4 [ )a|l A7'):

210100
(4 I]=[1 21010
012001

38. Transforme / em A~ reduzindo A a / (por operagdes de linha):

l310] l4lOl

4 11={, 3 o | 390 1/

(4 1]=

39. Inverta essas matrizes A pelo método de Gauss-Jordan comegando com [ A4 [ ]

100 : 3 3
A=|2 1 3| e A=|1 2 2|
001 1 23

40. Prove que 4 é invertivel se a = 0 ¢ a = b (encontre os pivis e A™'):

a b b
a a b
a a a

A==
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41. Verdadeiro ou falso. Se for falso, dé um contraexemplo; se for verdadeiro, justifique:
(a) Uma matriz 4 por 4 com uma linha de zeros nio € invertivel.
(b) Uma matriz com apenas niimeros | abaixo da diagonal principal ¢ invertivel.
(c) Se A éinvertivel, entdo A ' & invertivel.
(d) Se A" é invertivel, entdo A & invertivel.

42. Para quais trés valores de ¢ a matriz ndo € invertivel? Por qué?
2

c
8

A=

-~ O H
H a6 "

43. Utlize inv(S) para inverter a matriz simétrica 4 por 4 do MATLAB S = pascal(4). Crie uma
triangular inferior de Pascal A = abs(pascal(4,1)) e teste inv{S) = inv(A")*inviA).

44. A matriz abaixo tem uma inversa notavel. Encontre A por elimimagiio de [ A / ]. Estenda
para “matrizes alternantes™ 5 por 5 ¢ obtenha sua inversa:

1 -1 1 -1
o 1 -1 1
0 0 1 -1y
0O 0 0 1

A=

45. M " mostra a alteragio em 4~ (um conhecimento util), se 4 for subtraida de uma matriz.
Verifique o item 3 multiplicando cuidadosamente MM ' para obter /:
. M=1-w' e M'=]+ w1 -v).
2. M=A-w' e M' =44+ A" A —v'A ).
3. M=I-U¥ e M'=1 + U -VUY'V.
4 M=A-UW'YV e M'=A"4+A""UW-VA'UY'' VA,

As quatro identidades surgem a partir do bloco 1, 1 ao inverter as seguintes matrizes:

I wu
vl

46. Sc A = onest4 4) ¢ b = rand(4,1), como 0 MATLAB lhe mostra que Ax = b ndio possui solu-
¢a0” Se¢ b = onesli4,1), que solugio para Ax = b ¢ encontrada por 4\b?

Vo

vl gL W

[.4 "

llU

[.4 U

47. Se B possui as colunas de A na ordem inversa, resolva (4 - B)x = 0 para mostrar que 4 - B
ndo ¢ invertivel. Um exemplo o levard até x.

48. Encontre e verifique as inversas (assumindo que elas existam) dessas matrizes de blocos:
I 0 A0 0 1
2 | cC D ! Df

Os problemas 49 a 55 abordam as regras para matrizes transpostas.

49. (a) A matriz ((AB)™")" surge a partirde (A7) ¢ (B™")". Em que ordem?
(b) Se U for triangular superior, entdo (I/ )" ¢ triangular.
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50. Encontre A", A (47") e (A7) para

1 0
9 3

1 ¢

A= c ol

etambémpara A=

§1. Mostre que A° = 0 é possivel, mas A4 = 0 ndo ¢é possivel (a menos que 4 = matriz nula).
§2. Verifique que (48)" ¢ igual a B'A', mas ambas slo diferentes de 48"

1 0 1 3 1
0 II ”'B“lz

2 1
Caso AB = BA (geralmente falso!), como vocé pode provar que B'A" = ATB™
53. Explique por que o produto escalar de x ¢ y € igual ao produto escalar de Px ¢ Py. Entdo,

(Px)'(Py) = x" diz que P'P = | para qualquer permutagio. Comx = (1,2, 3)ey = (1,4, 2),
escolha P para mostrar que (Px)"y nem sempre ¢ igual a x"(PTy).

A=

| -

54. (a) O vetor-linha x' vezes A vezes a coluna y produz qual nimero?

0
|

Ay =10 l][
0

456]

(b) Isso corresponde & linha x'4 = vezes a coluna y = (0, 1, 0).
(¢) Isso corresponde & linha x" = [0 1] vezes a coluna Ay =

55. QuandovooélmnspuscrummﬂizdcblocosM:[; :].orcsulmdoscréM'z A
Teste 1sso. Em que condigdes de 4, B, C ¢ D a matniz de blocos € simétrica?

Os problemas 56 a 60 abordam matrizes simétricas e suas fatoragdes,
56. Fatore essas matrizes simétricas em A = LDL". A matriz D ¢ diagonal:

i<l 3] o 4=[t? %l 9
(3 2 b e

-1 2 -1}
0 -1 2
§7. (a) Quantos elementos de A4 podem ser escolhidos de modo independente, se 4 = A for
5 por 57
(b) Como L e D (5 por 5) fornecem 0 mesmo nimero de escolhas para LDL™

e A=

58. Se A = A" ¢ B = B', quais dessas matrizes sio realmente simétricas?
(a) 4*-B* (b) (4 + B)(4 - B) (c) ABA (d) ABAB.

59. Se A = A" precisa de uma troca de linhas, entdo também precisara de uma troca de colunas
para permanecer simétrica. Em linguagem matnicial, P4 perde a simetria de A, mas
recupera a simetria.

60. Suponha que R seja retangular (m por n) e A seja simétrica (m por m).
(a) Transponha R'AR para mostrar sua simetria. De que forma ¢ a matriz?
(b) Mostre por que R'R niio possui nimeros negativos em suas diagonais.
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Os trés problemas a seguir abordam aplicagdes de (Ax)'y = x"(A"y).

61. A produgiio de x, caminhdes e x, avides exige x, + 50x, toneladas de ago, 40x, + 1.000x,
libras de borracha e 2x, + 50x, meses de trabalho. Seoscustosumuinos;, t.ev,saode
$ 700 por tonelada, SSpotlnbmeS3 000 por més, quais sdo os valores de um caminhdo e
um avido? Estes sdo os componentes de A’y

62. Cabos conduzem energia entre Boston, Chicago e Seattle. Essas cidades possuem volta-
gens x,. x. ¢ X;. Com as resisténcias unitérias entre as cidades, as trés correntes sdo em y:

_"K- l ‘-l 0 xn
y=4x & |y|=|0 1 —1f|x.|
Ve | 0 ~1 8

(a) Encontre as correntes totais A"y dessas trés cidades.
(b) Verifique que (Ax)'y corresponde a x'(4'y) - seis termos de ambas,

Prove que nenhum reordenamento de linhas e de colunas ¢ capaz de transpor uma matniz tipica.

Compare tic; inviA); 1oc para A = rand(500) e A = rand(1.000). A contagem n’ diz que o cél-
culo de tempo (medido por tic; toc) devena ser multiplicado por 8, se n for dobrado. Vocé
espera que essa matniz aleatona A seja inversivel?

2

65. Mostre que L ' possui elementos j/i para { < j (a matriz —1, 2, =1 possui a seguinte L):

10 00 1 0 0 0
I La_|fr oo
= - € L'= o
0 -3 10 L1310
0 0 -3 1140

Teste esse padrio para L = eye(5) — diag(1:5)\diag(1:4, 1) e inv(L).

66. Um grupo de matrizes inclut AB ¢ A" se incluir 4 ¢ B. “Produtos ¢ inversas ficam no
mesmo grupo.” Quais das seguintes etapas sdo grupos? Matrizes triangulares inferiores L
com apenas numeros | na diagonal, matrizes simétricas S, matrizes positivas M, matrizes
inversiveis diagonais D, matrizes de permutagdo P. Crie mais dois grupos de matrizes,

67. I = eye(1.000); A = rand(1.000); B = triulA); produz uma matnz triangular aleatona B.
Compare os tempos de inv(5) e B'J. A barra invertida ¢ programada para utilizar os zeros
em B, ao passo que inv utiliza os zeros em / ao reduzir [B /] por Gauss-Jordan (compare
também com inv(A) e 4\/ para a matriz completa 4).

68. Abaixo, segue uma nova fatoragiio de 4 em triangular vezes simétrica:

Comece a partir de 4 = LDU. Assim, 4 é igual a L(U")™' vezes U'DU.

Por que L(U ") ¢ triangular? Sua diagonal possui apenas nimeros 1. Por que U'DU
¢ simétrica?

69. Uma matriz noroeste quadrada B ¢ nula no canto sudeste, abaixo da diagonal secundana
que vai de (1, n) a (n, 1). B" ¢ B® serdio matrizes noroestes? B ' serd noroeste ou sudeste?

Qual é o formato de BC = neoroeste vezes sudeste? Vocé pode combinar permutagdes com
as L ¢ U usuais (sudoeste ¢ nordeste).
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70. Ax fornece as quantidades de ferro, borracha € milo de obra para produzir x no problema 61. En-
contre A. Entdo, (4x)'y sera de msumos, enquanto x'(4"y) sera o valor de

71. Se cada linha de uma matriz 4 por 4 contiver os nimeros 0, 1, 2, 3 em alguma ordem, a
matriz pode ser simétrica? Pode ser invertivel?




